
Filtro de Kalman

• Modelo do sistema

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t) + q(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t) + r(t)

– u(t) ∈ Rnu - Entrada

– y(t) ∈ Rny - Sáıda

– x(t) ∈ Rnx - Vetor de estado

– q(t) ∈ Rnx - Rúıdo de estado (rúıdo branco de média nula com covariância E
{
q(t)q(t)T

}
= Q ∈ Rnx×nx)

– r(t) ∈ Rny - Rúıdo de medição (rúıdo branco de média nula com covariância E
{
r(t)r(t)T

}
= R ∈ Rny×ny )

– E
{
q(t)r(t)T

}
= S ∈ Rnx×ny

– A ∈ Rnx×nx - Matriz de estado

– B ∈ Rnx×u - Matriz de controlo

– C ∈ Ry×nx - Matriz de sáıda

– D ∈ Rny×ny - Matriz de alimentação (feedforward)

• Observador de Luenberger

x̂(t+ 1) = Ax̂(t) +Bu(t) + L [y(t)− Cx̂(t)−Du(t)] (1)

– x̂(t) - Estimativa do estado

– L ∈ Rnx×ny - Ganho do observador

• Filtro de Kalman

K(t) =
[
AP̃ (t)CT + S

] [
CP̃ (t)CT +R

]−1
Kf (t) = P̃ (t)CT

[
CP̃ (t)CT +R

]−1
x̂(t|t) = x̂(t) +Kf (t) [y(t)− x̂(t)−Du(t)]

x̂(t+ 1) = Ax̂(t) +Bu(t) +K(t) [y(t)− x̂(t)−Du(t)]

P̃ (t+ 1) = AP̃ (t)AT +Q−
[
AP̃ (t)CT + S

] [
CP̃ (t)CT +R

]−1 [
AP̃ (t)CT + S

]T
– x̂(t|t) ∈ Rnx - Estimativa de x(t) no instante t

– x̂(t) ∈ Rnx - Previsão (prognóstico) de x(t) no instante t− 1.

– K(t) ∈ Rnx×ny - Ganho do previsor de Kalman

– Kf (t) ∈ Rnx×ny - Ganho do filtro de Kalman

– P̃ (t) ∈ Rnx×nx - Covariância do erro da previsão: P̃ (t) = E
{
x̃(t)x̃(t)T

}
em que x̃(t) = x(t)− x̂(t)

• Covariância do erro x̃(t|t) = x(t)− x̂(t|t) do filtro de Kalman

P̃ (t|t) = E
{
x̃(t|t)x̃(t|)T

}
= P̃ − P̃CT

[
CP̃CT +R

]−1
CP̃ (t)
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• Filtro de Kalman com S = 0 (rúıdos de estado e de medição independentes)

Kf (t) = P̃ (t)CT
[
CP̃ (t)CT +R

]−1
x̂(t|t) = x̂(t) +Kf (t) [y(t)− x̂(t)−Du(t)]

x̂(t+ 1) = Ax̂(t|t) +Bu(t)

P̃ (t+ 1) = AP̃ (t)AT +Q−AP̃ (t)CT
[
CP̃ (t)CT +R

]−1
CP̃ (t)AT

Periodograma

• Janela triangular de Bartlett de largura 2L + 1

wB [n] =


L− |n|
N

, |n| ≤ L
0, |n| > L

WB(ejω) = F {wB [n]} =
1

L

[
sen(Lω/2)

sen(ω/2)

]2
∫ 2π

ω=0

WB(ejω)dω = 2πL

• Propriedades da Transformada de Fourier

– Convolução

x[n] ∗ y[n] =

∞∑
k=−∞

x[k]y[n− k]

F
←→ X(ejω)Y (ejω)

x[n]y[n]

F
←→

1

2π
X(ejω) ∗ Y (ejω) =

1

2π

∫ 2π

φ=0

X(ejφ)Y (ej(φ−ω))dφ

– Atraso

x[n− n0]

F
←→ e−jωn0X(ejω)

ej(ω0n)x[n]

F
←→ X(ej(ωω0))

• Transformadas de Fourier úteis

F {δ[n]} = 1

F {C} = 2πδ(ω)

F
{
ejω0n

}
= 2πδ(ω − ω0)

F {cos(ω0n)} = π [δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)]

F {sen(ω0n)} =
π

j
[δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)]
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