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Convolucao Linear através da Convolucao Circular

Motivacao

a caracterizacao de um sinal por amostras, quer em n (o que é possivel
pela amostragem de um sinal continuo de banda limitada), quer na
frequéncia (o que é possivel pela amostragem da transformada de Fourier de
um sinal discreto de comprimento limitado), € desejavel do ponto de vista
computacional (porqué ?),

ha algoritmos rapidos (FFT, como ja visto), que calculam a DFT de forma
eficiente,

ha um grande numero de aplicagdes de processamento digital de sinal
que recorre a convolucio linear (e.g., na codificagdo de voz operada nos
telefones celulares),

sendo x,[n] e x,[n] duas sequéncias discretas finitas e X,[k] e X,[k] a
sua DFT (com o mesmo comprimento ! ), 0 produto X,[k]X,[K] &
computacionalmente facil de avaliar, correspondendo a convolucio
circular de x,[n] com x,[n], e tem um interesse pratico enorme ja que
(como ilustrado na aula anterior) € possivel proceder de forma que a
convolugédo circular produza o mesmo resultado que a convolugao linear.
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JEASA‘ Relacao entre Convolucao Linear e Convolucao Circular

— Os exemplos vistos na aula anterior revelam que € possivel obter para
a convolucao circular, um resultado idéntico ao que seria obtido pela
convolucgao linear. Importa pois esclarecer em que condicdes tal se
verifica.

« Convolucgao Linear entre duas sequéncias finitas

— sejam as sequéncias x4[n] e x,[n] de comprimento L e P, respectivamente, que
sem perda de generalidade, admitimos serem causais:

xl[n] Z XI(Z) = Z_xl[n]z_n
e T
X, [n] ) | X(@)= > x,[n)Z”

sera entao para a sua convolucao linear:

2 L+P-2

X;(2)=X,(2) X,(2) = ZX3[€]Z_C

\ 4

x,[n]=x,[n]* x,[n]

— 0 que traduz uma concluséo ja conhecida: o comprimento maximo da
sequéncia x3[n] é: L+P-1.
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JEASA‘ Relacao entre Convolucao Linear e Convolucao Circular

Questao: sendo x4,[n] uma sequéncia finita de comprimento L, e x,[n] uma
outra sequéncia finita de comprimento P, como se compara o resultado
da convolugéo linear x;[n]=x,[n]*x,[n] com o da convolugao circular
X3p[N]=X4[N]®%,[N] ?

« Convolucao Linear

F

x,[n] = x[n]*x,[n] < > X, (€)= X,(€)- Xy (™)

o comprimento da sequéncia xs[n] €, como vimos, L+P-1.

» Convolucao Circular

supondo agora que se acrescenta um numero adequado de amostras nulas a
sequéncia mais curta, formamos a partir de x,[n] e x,[n] duas sequéncias
periddicas de comprimento N [ N > MAX(L, P) ], resultando a seguinte analise:

L2 L2
X [k]= X,[k]- X, [k] = Xl(eﬂ N ],Xz[eﬂ v J 0<k<N-1
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F é& § Condigao para ldentidade entre Conv. Linear e a Circular
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— Pela relacao de Fourier, esta analise corresponde a convolugao circular entre as
duas sequéncias periddicas: ‘x3[(n)N]:xl[(n)N]®x2[(n)N]‘ mas sabe-se também que:

e J F

X;[(k)N]=X3[e N

[
»

y N

wmy]= Y xln- (N

pelo que se conclui que o resultado da convolugao circular pode ser expresso em
funcao do resultado da convolugao linear:

] ixﬂ[n_m], O<n<N—1 |ulnl+ D x[n—(N], 0<n<N-1
n|= P— ° = f=—0

(0
0, outros n 0

x3p[

, outros n

Concretamente, o resultado da convolugao circular € igual ao resultado da
convolucéo linear mais um numero infinito de termos de “aliasing” em n (os
correspondentes a /0 no somatorio anterior), também designado de “aliasing”
temporal.

— resulta assim claro que o resultado da convolugao circular so sera igual ao
da convolugao linear se os termos de ‘aliasing’ forem nulos para 0<n<N-1, o

que so se verifica se N igualar ou exceder o comprimento de x,[n] , ou seja, se
N > L+P-1. 5




F /E\ S Exemplo: sendo x,[n] e x,[n] duas sequéncias unitarias de comprimento 4,
ilustram-se os resultados da convolucao linear e também circular para N entre 4 e
7. Em cada caso identifica-se o efeito de ‘aliasing’ associado.
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F é& § Condigao para ldentidade entre Conv. Linear e a Circular

— Conclui-se deste exemplo que o ‘aliasing’ resultante da convolugéo
circular consiste em enrolar o resultado da convolucao linear sobre si

proprio.
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JEAL Realizagao da Convolugao Linear usando DFTs
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* Motivacao

— A convolucio linear entre duas sequéncias finitas pode ser calculada
através da convolucao circular, usando DFTs com comprimento
apropriado,

— Usando algoritmos rapidos para o calculo da DFT (ja estudados nas aulas
anteriores) pode ser mais eficiente calcular a convolug¢do usando DFTs
do que efectuar o calculo directo da convolugao em n (isto é aplicavel
mesmo a filtros FIR com resposta impulsional tao curta quanto com cerca de 30
coeficientes),

— A convolucio linear entre uma sequéncia finita (e.g., a resposta
impulsional de um sistema FIR) € uma outra infinita (e.g., um sinal de fala a
entrada de um filtro FIR), pode ser também realizada usando DFTs, mas
efectuando os calculos por blocos que resultam de uma segmentacao
adequada da sequéncia de comprimento infinito,

— Simultaneamente com o calculo da convolucao linear usando DFTs,
pode ser realizada uma estimagao espectral servindo algum objectivo
de analise dos sinais que intervém na convolugao linear.
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JEAL Realizagao da Convolugao Linear usando DFTs

» Convolugao linear entre duas sequéncias de comprimento finito

— sendo h[n] de comprimento L, e x[n] de comprimento P, a sua
convolugao linear produz um sinal y[n] de comprimento L+P-1,

— realizando a convolucgao linear atraves de DFTs, os sinais h[n] e x[n]
deverao ser previamente aumentados com amostras nulas até
atingirem o comprimento minimo de N=L+P-1, este processo é
designado na giria por “zero padding”,

— na condigao de N>L+P-1, a seguinte equivaléncia de sistemas pode
ser estabelecida:

g

5

e & x[n] y[n]

g

2 £ _" h[n]

X X[n] — X[k]

3 3 —"—{ zero padding . DFT /N

S P J

A ® @ ' y[n]
57 — e~ IDFT
g3 h[n] h[n] ) N
29 ‘/L—’[zero padding . DFT N HIK]

E é X[n] y[n] ’

ST >\>_k/ >



A

Fundamentos de Processamento Sinal, 12* semana

FEUP e DEEC, 28 novembro, 2022

© AJF

Realizacao da Convolucio Linear usando DFTs

Convolucao linear entre sequéncia finita e outra sequéncia infinita

— sendo h[n] de comprimento L, e x[n] uma sequéncia de comprimento
indeterminado, pode-se usar repetidamente a técnica anterior
efectuando uma segmentacédo em blocos finitos de comprimento P do
sinal x[n], e tirando partido da propriedade da linearidade da
convolucgao:

» efectua-se em primeiro lugar a convolugao respeitante a cada bloco (isto &,
com base em pequenas secgdes do sinal),

« combinam-se depois os resultados das varias convolugdes de bloco para
produzir a saida desejada.

— usando esta técnica, ha basicamente dois tipos de procedimento para
a segmentacao (isto é, de seccionamento) do sinal de comprimento
infinito e a combinacio dos resultados de cada convolucio de bloco:

- algoritmo de “overlap-add”,

« algoritmo de “overlap-save”. 0



JEAL Realizagao da Convolugao Linear usando DFTs

» Algoritmo de overlap-add

— em primeiro lugar, segmenta-se o sinal x[n] em blocos contiguos x,[n]
de comprimento P amostras, de modo que:

x[n]= ixb[n —bP]

_ x[n+bP], 0<n<P-1
com: x,[n]=

0, outros n

a saida pretendida é: y[n]|=H[n]*x[n]= h[n]* ixb[n—bP]: iyb[n—bP]

com:  y,[n]=hn]*x,[n]

— sendo Yy, [n] a convolugéo linear do bloco de indice b que, como ja
vimos, pode ser calculada usando DFTs de comprimento N > L+P-1.

Fundamentos de Processamento Sinal, 12* semana

FEUP e DEEC, 28 novembro, 2022

© AJF 11



Fundamentos de Processamento Sinal, 12* semana

FEUP e DEEC, 28 novembro, 2022

Overlap-Add com N=L+P-1

segmentagdo e ‘zero-
padding’ antes da
convolugao de bloco
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convolucio de bloco

combinacao dos
resultados das varias
convolugdes de bloco
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Realizacao da Convolucio Linear usando DFTs

Particularidades do algoritmo overlap-add

— dado que os blocos sdo de comprimento P amostras mas o resultado
de cada convolucao de bloco € de comprimento L+P-1 amostras, ao
combinar os varios resultados para produzir y[n], deve-se sobrepor e
somar (“overlap-and-add”) os resultados adjacentes em L-1 amostras
(que em principio sdo ndo-nulas),

— se o sinal x[n] tiver um comprimento total que seja um inteiro multiplo
de P amostras, entdo, para produzir o resultado final desejado, é
suficiente efectuar esse numero inteiro de convolucdes de bloco.
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Realizacao da Convolucio Linear usando DFTs

Algoritmo de overlap-save

— este algoritmo difere do anterior no sentido em que, em vez de efectuar

a convolugao circular de modo a nao haver termos de aliasing para
além do resultado da convolucgao linear (e para isso era necessario garantir
que N>L+P-1) aqui permite-se o0 aparecimento de aliasing mas cuja
posicao no sinal resultante de cada convolugao de bloco esta bem
definida e por isso esse aliasing € descartado na construgao do sinal

y[n],

concretamente, mostra-se [Oppenheim, seccéo 8.7.2] que efectuando a
convolugao circular em N pontos entre um sinal com L amostras nao
nulas (com L<N) e um outro sinal com N amostras nao nulas, resulta
que as primeiras L-1 amostras da convolucao circular contém termos
de aliasing para além do termo correspondente a convolucao linear,
mas que as restantes P=N-L+1 amostras correspondem exatamente, e
s0, ao resultado pretendido da convolucéo linear.
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Overlap-Save com N=L+P-1

segmentacio antes
da convolugao de
bloco
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JEAL Realizagao da Convolugao Linear usando DFTs

« Particularidades do algoritmo overlap-save

— 0s blocos de comprimento N (e parcialmente sobrepostos em L-1 amostras)
sao directamente extraidos do sinal x[n] sem zero-padding:

{x[n+b(N—L+1)], 0<n<N-1
x,[n] =

0, outros n

o que significa que, ao tomar um bloco de N amostras, € necessario
guardar as ultimas L-1 amostras para utilizagcao do bloco seguinte
(“overlap-and-save”),

 NOTA: aqui nao se verifica a seguinte relagao:

xn] = ixb[n—b(N—LH)]
b=-x

— apos a convolugéo circular de h[n] com x,[n], obtém-se um resultado
ao qual devem ser retiradas as primeiras L-1 amostras por conterem
aliasing, sendo a saida util da convolucao de bloco dada por:

vlnl, L-1<n<N-1
ybu[n] =
0, outros n

— dado que os varios blocos y, [n] ndo se sobrepoem em n, a saida é
formada justapondo-os simplesmente:

W)= Sy ln—b(N = L+1)]
b=—x

— se o sinal x[n] tiver um comprimento total que seja um inteiro multiplo de N-L+1
amostras, entao, para obter o resultado final desejado, € suficiente efectuar

esse numero inteiro de convolugdes de bloco, mais um. y
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